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3. Rekurzivni funkce
verze z 15. fjna 2024

1 P¥iklady

Vzdalenost bodu v roviné

Jako tlohu k minulé prednasce jste psali funkci na vypocet délky prepony pravo-
uhlého trojuhelnika. Tady je mozné feSeni:

(defun hypotenuse (a b)

(sqrt (+ (power2 a) (power2 b))))

Pomoci funkce hypotenuse jste pak meéli napsat funkci na vypocet vzdalenosti
dvou bodti v roviné zadanych kartézskymi soufadnicemi. Mozné teseni:

(defun point-distance (A-x A-y B-x B-y)
(hypotenuse (- A-x B-x) (- A-y B-y)))

Priklad demonstruje jednu samoziejmou, ale dilezitou véc: UZivatelské funkce
mohou pouZivat jiné uzivatelské funkce. To nam umoznuje délit program na co
nejmensi ucelené ¢asti.

Procentualni podil

Funkce percentage-1 pocita procentualni podil hodnoty parametru part v celku
whole:

(defun percentage-1 (part whole)
(* (/ part whole) 100.0))

Pouziti:
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> (percentage-1 20 300)
6.666667

Reknéme, 7e chceme, aby celek (hodnota parametru whole) mél néjakou vychozi
hodnotu (v nasem pripadé to bude pocet obyvatel CR).

Aby si uzivatel nemusel ¢islo pamatovat, umoznime mu jako druhy argument
pouzit t. Vyznam aplikace funkce s timto druhym argumentem bude, ze funkce ma
pouzit pocet obyvatel Ceské republiky (k 31.12.2023). Funkci tedy prizptusobime:

(defun percentage-2 (part whole)
(let ((whole (if (eql whole t)
10900555
whole)))
(* (/ part whole) 100.0)))

Test funkce:

> (percentage-2 102293 10900555)
0.9384201

> (percentage-2 102293 t)
0.9384201

Ve funkci jsme pouzili specialni operator let, pomoci kterého jsme zastinili
existujici vazbu symbolu whole (vzpomerite si na minulou prednésku):

Globalni prostredi
symbol | hodnota
pi | 3.141592653589793D0

A

Prostredi funkce percentage-2
symbol | hodnota
part | 102293
whole | t

A

Prosttedi operatoru let
symbol | hodnota
whole | 10900555




Jind moznost je pouzit funkci percentage-1:

(defun percentage-3 (part whole)
(percentage-1 part
(if (eql whole t)
10668641
whole)))

Funkci mtzeme opét otestovat:

> (percentage-3 102293 10900555)
0.9384201

> (percentage-3 102293 t)
0.9384201

A jesté jedna, nejzajimavéjsi moznost:

(defun percentage-4 (part whole)

(if (eql whole t) ;je-1li whole rovno t
(percentage-4 part 10900555) ;aplikujeme znovu percentage-4
(* (/ part whole) 100.0))) ; jinak vypoclet

(Strednikem zacind komentar, ktery se nevyhodnocuje.)

V téle funkce vidime rekurzivni aplikaci téze funkce. Informace o vyhodno-
covacim procesu z minulych prednasek nam umozni pochopit, jak funkce pra-
cuje. K tomu ndm pomiize obrazek prostiedi, kterd se pouzivaji béhem aplikace
(percentage-4 102293 t):

Globalni prostredi
symbol | hodnota
pi | 3.141592653589793D0

A

Prostredi funkce percentage-4
(prvni aplikace)
symbol | hodnota
part | 102293
whole | t

Prostredi funkce percentage-4
(druha aplikace)
symbol | hodnota
part | 102293
whole | 10900555




Prohledavani intervalu

Napiseme funkei (predikat), kterd zjisti, zda se mezi danymi celymi ¢isly nachézi
druhd mocnina celého ¢isla (tzv. ctverec).

Budeme potiebovat predikat rozhodujici, zda dané celé ¢islo je ¢tverec:

(defun squarep (n)
(= (power2 (round (sqrt n))) n))

(Funkci power2 jsme programovali na minulém cviceni.)

A ted k hlavnimu tukolu v tomto prikladu. Mnozina ¢isel mezi zadanymi dvéma
¢isly se nazyva interval. V nasem prikladé jde ovSem jen o celd ¢isla. Napriklad
mezi ¢isly 2 a 5 (véetné) najdeme ¢isla 2, 3, 4, 5. Jde o interval s koncovgmi body
2 a 5. Tento interval obsahuje ¢tverec, a to ¢islo 4. Interval s koncovymi body 5 a
5 obsahuje jen ¢islo 5 (a zadny Ctverec), pro koncové body 5 a 4 neobsahuje nic,
protoze ¢islo 5 neni mensi nebo rovno ¢islu 4.

Interval prohledame nésledujici funkei:

(defun contains-square-p (a b)

(if (> a b) ;kdyz je interval prazdny,
nil ;Ctverec neobsahuje
(if (squarep a) ;je-1li dolni konec &tverec,
t ;interval ctverec obsahuje
(contains-square-p (+ a 1) b)))) ;jinak obsahuje Ctverec,
f ;kdyZ ho obsahuje [a + 1, D]

rekurzivni aplikace

Jind varianta téze funkece:

(defun contains-square-p (a b)
(cond ((> a b) nil)
((squarep a) t)
(t (contains-square-p (+ a 1) b))))

Zde jsme pouzili specidlni operator cond, ktery pouzivame pii vétveni na vice
nez dvé vétve.

Odbocka: specialni operator cond



vetev

(cond ((> a b) nil )
—— ——

podminka vétve telo vétve

((squarep a) t)

(t (contains-square-p (+ a 1) b))) } dalsf vétve

1. Postupné se vyhodnocuji podminky vétvi.

2. Jakmile je néjaka splnéna, vyhodnoti se télo prislusné vétve.

3. Dalsi podminky se nevyhodnocuji.

4. Vrati se vysledek vyhodnoceného téla, pokud zadna podminka nebyla spl-
néna, vrati se nil.

A jesté jedna varianta stejné funkce, tentokrat s pouzitim logickiych spojek.

(defun contains-square-p (a b)
(and (<= a b)
(or (squarep a)
(contains-square-p (+ a 1) b))))

Vsimnéte si, ze funkci contains-square-p jsme napsali deklarativné: netesili
jsme, jak ma byt vysledek vypocitan, ale co ma vysledkem byt. To je nejlépe vidét
z posledni verze:

Interval [a, b] obsahuje ctverec, kdyz je neprazdng a bud je ¢islo a ctveree, nebo
interval [a + 1,b] obsahuje ctverec.
Odbocka: zobecnéné logické hodnoty, specidlni operatory and a or

Zopakujme informaci o podminénych vyrazech z prvni prednasky: Podminény
vyraz je slozeny vyraz s operatorem if. Takovy vyraz musi mit za operatorem tii
podvyrazy. (Lisp umoznuje i verzi se dvéma, ale tu nebudeme pouzivat.) Vyhod-
nocuje se takto:

Vyhodnoceni vyrazu (if a b ¢)

1. Vyhodnoti se a na hodnotu .
2. Pokud je u rovno NIL, vyhodnoti se ¢ a vrati jeho hodnota.

3. Pokud neni, vyhodnoti se b a vrati jeho hodnota.



7 bodu 3 plyne, ze hodnotou prvniho podvyrazu za operatorem if muze byt
i jind hodnota nez t nebo nil. Pro kazdou jinou hodnotu nez nil se vyhodnoti
podvyraz b. Kazda hodnota riznd od nil tedy muze byt chapana jako logicka
hodnota Pravda. Takto chapanym hodnotam se tiké zobecnéné logické hodnoty;
v Lispu (a vétsiné dalsich jazyk) se pouzivaji.

Operatory and a or jsem bez komentare uvedl uz v textu k prvni prednasce.
Operator and

(and el e2 ... en)

Vraci Pravdu, pokud se vSechny et vyhodnoti na Pravdu, jinak vraci nil. Pou-
ZiVa tzv. zkrdacené vyhodnocovdni: vyhodnocuje (zleva doprava) pouze tolik svych
podvyrazu, aby mohl rozhodnout o vysledku:

> (and (=11) (=10) (= (/ 10) 0))
NIL

Operator or

(or el e2 ... en)

Vraci Pravdu, pokud se nékteré ei vyhodnoti na Pravdu, jinak vraci nil. Pouziva
zkracené vyhodnocovani:

> (or (=22) (=(/10) 0))
T

Funkce not

Funkce not byla definovana na minulé prednasce. Poc¢ita logickou negaci :

> (not (> 2 1))
NIL

Faktorial

Jak vime, faktorial nezdaporného celého ¢isla n je dan timto predpisem:

ol 1 kdyzn =0
- |n-(n—1)! kdyzn>0

Napsano do funkce:



(defun fact (n)
(if (=n 0)
1
(* n (fact (- n 1)))))

Vsimnéte si, jak jsme k definici funkce fact dosli. Nejprve jsme si tekli co je
faktoridl ¢isla n (jeho vyjaddienim pomoci faktoridlu ¢isla n— 1) a podle toho ji pak
definovali.

K vypoctu faktoridlu ¢isla n > 0 potfebujeme znat faktoridl n—1. Aby vypocet
vedl k cili, je nutné, aby problém vypodéitat (n — 1)! byl jednodussi, nez problém
puvodni. Ale on jednodussi je, protoze je blize zdkladnimu pripadu n = 0. K vypoctu
faktorialu ¢isla 0 uz nepotiebujeme pocitat faktorial jiného ¢isla: odpovéd rovnou
zname.

Obecny princip feseni daného problému rekurzivnim vypoctem je
1. stanovit zédkladni pfipad nebo pripady, pro které neni nutné pouzivat rekurzi,

2. ostatni pripady vyjadrit rekurzivné jednodussim problémem, ktery je blize
zakladnim pripadim.

Zékladnim pripadem u problému vypocitat n! je pripad n = 0. Faktorial nuly
umime vypocitat bez pouziti rekurze. Ostatni ptripady, tedy pripady, kdy n > 0,
ptiblizime zakladnimu pfipadu tim, Ze misto n! zaddme tkol vypocitat (n — 1)!.
Pomoci hodnoty (n — 1)! pak pivodné hledanou hodnotu n! zjistime vynasobenim
¢islem n.

Pri psani funkce, kterd pouziva sama sebe, musime pracovat, jako by uz byla
napsana a fungovala. Napriklad u tohoto vyrazu v téle funkce fact

(x n (fact (- n 1)))

se nesmime snazit rozebirat, jak pracuje pouzita funkce fact; nesmi nas mast, ze
ji teprve programujeme.

2 Rekurzivni funkce

Rekurzivni funkce

Funkce je rekurzivni, kdyz ve svém téle obsahuje aplikaci sebe samé (rekurzivni
aplikact).

e je poznat ze zdrojového koédu funkce

o funkce percentage-4, contains-square-p (vSechny verze), fact jsou rekur-
zivni



Specialni pripad:

Koncové rekurzivni funkce

Funkce je koncové rekurzivni, kdyz jeji rekurzivni aplikace v téle je posledni aplikaci.

o funkce percentage-4 a contains-square-p (vSechny verze) jsou koncové
rekurzivni

3 Dalsi priklady
Nyni si ukazeme rekurzivni funkce, které nejsou koncové rekurzivni.

Obecna mocnina

Na minulém cviceni jsme programovali funkce na umocnovani:

(defun power2 (a)
(x a a))

(defun power3 (a)
(x a (power2 a)))

(defun power4 (a)
(x a (power3 a)))

(defun power5 (a)
(* a (powerd a)))

Obecnou (n-tou) mocninu ¢isla @ mizeme vypocitat takto:

1. Je-li n = 0, je vysledkem c¢islo 1. (To neplati pro a = 0, ale tuto moznost
pomineme. )

2. Je-lin > 0, je vysledkem &islo a - a™ 1.

Napsano ve funkei:

(defun power (a n)
(if (= n 0)
1
(* a (power a (- n 1)))))

Funkce power je rekurzivni, ale neni koncové rekurzivni, protoze jeji rekurzivni
aplikace neni posledni aplikaci — po ni jesté nasleduje aplikace funkce *.
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Na prezentaci k prednasce muzete vidét animaci vytvareni prostredi pri jednot-
livych rekurzivnich aplikacich funkce power.

Pevny bod funkce cos

Hledame ptibliznou hodnotu ¢isla x takového, ze cosz = x. To jde s libovolnou
presnosti udélat metodou postupniych aprorimaci:

Zacneme libovolnym ¢islem zy a budeme na né stale aplikovat funkei cos:

I1 = COS X
To = COS T
T3 = COS T2
Ty — COS T3

Budeme ziskavat cisla, kterd se budou stéle vice pfiblizovat hledané hodnoté. (To
je zvlastnost funkce cos; pro jiné funkce to samoziejmeé nejde, zkuste si tfeba funkci
flz) =22

Matematickymi dvahami muzeme zjistit, ze pokud je |z,41 — z,] < € (g je
zadand nejvétsi pripustnd chyba), pak se x,1 lisi od hledaného ¢isla nejvyse o € a
je to tedy dostatecné priblizeni k hledanému ¢islu.

Nasledujici feseni pouziva na priblizné porovnavani predikat approx-=, ktery
ma tii parametry: dvé ¢isla, ktera porovnavame, a pozadovanou presnost. U c¢i-
sel vypocita absolutni hodnotu jejich rozdilu (tedy jejich vzdalenost) a vysledek
porovna s pozadovanou presnosti.

(defun approx-= (a b epsilon)
(<= (abs (- a b)) epsilon))

Testy:

> (approx-= 1 2 0.5)
NIL

> (approx-= 22/7 pi 0.01)
T

Funkce cos-fixpoint-iter vypocita hledané ¢islo na zédkladé poc¢ateéni hodnoty a
pozadované presnosti. Funkce cos-fixpoint je feSenim prikladu, pouziva predchozi
funkci s pocateénim bodem O0:

(defun cos-fixpoint-iter (x epsilon)
(let ((y (cos x)))



(if (approx-= x y epsilon)
y
(cos-fixpoint-iter y epsilon))))

(defun cos-fixpoint (epsilon)
(cos-fixpoint-iter O epsilon))

Testy:

> (cos-fixpoint 0.1)
0.7013688

> (cos-fixpoint 0.01)
0.73560477

> (cos-fixpoint 0.001)
0.7387603

> (cos-fixpoint 0.000001)
0.73908484

> (cos %)
0.7390853

Faktorial podruhé

Faktorial napsany pomoci koncové rekurze:

(defun fact-iter (n ir)
(if (=n 0)
ir
(fact-iter (- n 1) (* ir n))))

(defun fact (n)
(fact-iter n 1))

Funkce miize obsahovat vice rekurzivnich aplikaci, nez jen jednu. Ukézeme si
to na prikladé Fibonacciho posloupnosti.

Fibonacciho posloupnost

Jde o tuto posloupnost: 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, ... Jeji prvky jsou dany
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nasledujicim predpisem:

agp = 0
a; = 1
Ap = Qp_2 + Qp_1

(Kazdy prvek kromé prvnich dvou je souctem predchazejicich dvou prvki.) Nésle-
dujici funkce vraci dany prvek Fibonacciho posloupnosti:

(defun fib (n)
(cond ((= n 0) 0)
((=n 1) 1)
(t (+ (fib (- n 2)) (fib (- n 1))))))

Nové symboly

specialni operator: cond

Otazky a ukoly na cviceni

1. Podivejte se na definici funkce percentage-2. Ve kterém prostiedi se pii
jeji aplikaci vyhodnocuje vyraz (eql whole t) a ve kterém vyraz (/ part
whole)?

2. Obsah elipsy s poloosami a a b je wab.

Proto jej mizeme vypocitat pomoci nasledujici funkce:

(defun ellipse-area (a b)
(x pi a b))

Kdyz a = b, je elipsa kruznici. Upravte funkci tak, aby v takovém ptipadé
stacilo misto druhého argumentu zadat t. Udélejte to co nejvice zpusoby,
jeden z nich by mél byt rekurzivni.

3. Lze funkci squarep napsat jinym zptsobem, nez jak je uvedeno v textu?
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4. Predpokladejme, ze funkce fact je definovana jednim z uvedenych zptisobi.
K ¢emu by vedlo vyhodnoceni vyrazu (fact 10), kdyby operator if byl
funkce?

5. Napiste funkci ged (greatest common divisor), ktera Eukleidovym algoritmem
vypocte nejvétsi spoleény délitel zadanych dvou prirozenych cisel:

> (my-gcd 10 15)
5

> (my-gcd 5 3)
1

> (my-gcd 5 10)
5

> (my-gcd 9 24)
3

Jak vime, Fukleidiv algoritmus vychézi z nésledujiciho poznatku:

a jestlize b =0,

ged(a, b) = {

ged(b, ) jinak (c je zbytek po déleni a : b).
Na zjisténi zbytku po déleni pouzijte funkci rem. (do jazyka)

6. Zvolme kladné ¢islo a. Podobné jako diive pro funkci cos miizeme metodou
postupnych aproximaci najit pevny bod funkce f dané predpisem

T+

f(f):T-

Jak vime, pevnym bodem bude éislo x, pro které plati f(x) = x.

Zajimavé je, Ze takovym pevnym bodem je ¢islo \/a. (K ovéfeni staci dosadit
Vva do vzorecku; vyjde f(y/a) = v/a.) Metodou postupnych aproximaci tedy
v pripadé této funkce f najdeme odmocninu z ¢isla a.

Napiste funkci heron-sqrt, kterda metodou postupnych aproximaci vypocita
odmocninu ze zadaného cisla se zadanou presnosti. Presnost testujte tak, ze
priblizné ¢islo umocnite na druhou a porovnate s a.

7. Napiste ,hloupou* funkci na vypocet souctu prvki intervalu celych cisel.
8. Napiste ji tak, aby pouzivala koncovou rekurzi.

9. Upravte funkci power, aby pouzivala koncovou rekurzi.

12



10.

11.

Zmamé kritérium 1iké, ze celé kladné ¢islo je délitelné deviti, pravé kdyz je
jeho ciferny soucet délitelny deviti. Napiste predikat, ktery timto kritériem
zjisti, zda kladné celé ¢islo, na které je aplikovan, je délitelné deviti. Pouzijte
funkci digit-count ze zdrojového koédu a funkei digit z cviceni k minulé
prednasce. Funkce digit-count vraci pocet cifer zadaného ¢isla:

> (digit-count 123)
3

Pochopitelné nesmite pouzit zadnou funkci na vypocet celoc¢iselného podilu
a zbytku po déleni dvou c¢isel.

Cislo 7 1ze s libovolnou pfesnosti vypocitat pomoci Leibnizovy formule:

T 1 1 . 1 1 n 1

47 3 5 7 9
Dosazena presnost odhadu ¢isla 7 je pritom ddna poslednim pfi¢itanym (ode-
¢itanym) zlomkem. Napiste funkci leibniz, kterd vypocitd ¢islo m se zadanou
presnosti. Napiste ji jak obycCejnym zpiisobem, tak pomoci koncové rekurze.
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